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LICZBY | WYRAZENIA

WSTEP: testowanie prawa Benforda

Do wykonania wstepnego badania potrzebne bedg tabele danych statystycznych dla mozliwie na-
turalnych zjawisk. stosunkowo najlepsze sg tutaj np. tabele powierzchni panstw czy gmin lub tabe-
le mas atomowych pierwiastkow.

W celu wykonania doswiadczenia ustawiamy wszystkie liczby w cigg, a nastepnie badamy czestosé
wystepowania cyfr na pierwszym miejscu znaczagcym w zapisie.

Niezaleznie od rodzaju danych — jesli tylko nie sg one arbitralnie zmieniane przez cztowieka lub nie
maja naturalnych ograniczen skali — powinni$my uzyska¢ ten sam prosty rozktad statystyczny.

1 30.1%
17.6%
12.5%
9.7%
7.9%
6.7%
5.8%
5.1%
9 4.6%

0O N O U B W N

Rozktad ten nazywamy rozktadem Benforda.

Interesujgcy jest kolejny eksperyment — przeliczenie powierzchni paistw na inng jednostke, np. na
mile kwadratowe lub akry. Mimo zmiany jednostki uniwersalny charakter rozktadu zostaje zacho-
wany.

ZADANIE: analiza uczciwosci polityki cenowej sklepu

Rozktad cyfr w duzej puli cen powinien przypominac rozktad Benforda. To jest oczywiscie — gdyby
sklep nie stosowat zadnej polityki cenowej. Tak jednak nie jest. Najczesciej wystepujgcy cyfra w
cenach jest oczywiscie 9. A to dlatego, ze ceny koriczgce sie na 99 wyglagdajg na atrakcyjniejsze
(nieco mniej, lecz podobnie atrakcyjna wydaje sie cena z koncowka 49).

Klientom wydaje sie, ze cena taka zostata obnizona z wyzsze]. Ale czy tak jest w istocie? O tym
mozna przekonac sie poréwnujac czestos¢ wystepowania drugiej znaczgcej cyfry.

Gdyby ceny rzeczywiscie byly obnizane, dziewigtki pojawiatyby sie kosztem wiodgcych cyfr 1, 2
oraz 3. Na przyktad ceny 2,12 lub 2,00 zamienityby sie n 1,99.
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Prawo Benforda stosuje sie do serii liczb ciggngcych sie przez kilka rzedéw wielko$ci, dlatego do
badania wybiera¢ nalezy sklepy o mozliwie szerokim asortymencie — na liscie muszg znalez¢ sie
produkty zaréwno o cenach w granicach kilku, kilkudziesieciu, jak i kilkuset czy kliku tysiecy zto-
tych. Idealnym podmiotem do takich badan sg wiec sieci oferujgce sprzet RTV+AGD, markety bu-
dowlane, czy supermarkety oferujgce zywnos¢, chemie domowag oraz produkty AGD.

Dobor proby

Mozna badad réwniez sklepy internetowe — tutaj dodatkowg atrakcjg jest mozliwos¢ tatwego po-
brania duzej liczby cen przy zastosowaniu sprytnych narzedzi informatycznych

Pomiar

Do analizy potrzeba duzej liczby cen z jednego sklepu (lub jednej sieci zarzagdzanej jedng polityka
cenowg). Porzgdek cen nie gra roli — liczy sie jedynie ciag liczb.

Nalezy policzyé¢ czesto$é wystepowania okreslonych cyfr na drugim miejscu po przecinku.

Szczegdlnie interesujace jest analizowanie cen w okresach tzw. 'obnizek cen', zwtaszcza po swie-
tach lub w wakacje.

Interpretacja wynikow

To, czego szukamy to anomalie w stosunku do rozktadu Benforda dla pierwszych cyfr w cenach
oraz réznice w czestosci wystepowania niektérych cyfr na drugim miejscu ceny. Spodziewamy sie
dziewigtek i do pewnego stopnia czwérek na wiodacych miejscach. Ale najciekawsze sg proporcje
cyfr na drugim miejscu po przecinku.

Jesli sklep rzeczywiscie obniza ceny, spodziewamy sie, Zze nastgpi wyrazne zmniejszenie czestosci
niskich cyfr na drugim miejscu po przecinku. Jesli natomiast ceny sg podwyzszane — na rzecz dzie-
wiagtek znikng raczej cyfry z przedziatu 6 do 8.
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POJECIE FUNKCII | FUNKCJA LINIOWA

Celem zadania jest wykonywanie regularnych pomiaréw w okreslonym (dtugim) przedziale czasu i
prezentowanie ich na prostych wykresach.

ZADANIE: mokra i sucha temperatura

Do wykonania projektu potrzebne bedg dwa termometry zaokienne z odstonietg dolng barka. Nie
ma znaczenia, czy termometry bedga rteciowe czy inne. W zasadzie mogg by¢ nawet elektroniczne
byleby mozna dostac sie do sondy pomiarowej. Najlepiej i najprosciej jednak jest uzy¢ tradycyj-
nych termometréw cieczowych.

Ponadto potrzebne bedg réwniez niewielkie ilosci bawetny, gazy lub podobnego materiatu, oraz
ewentualnie gumka recepturka.

Budowa urzqdzenia

Za oknem lub na balkonie mocujemy trwale dwa termometry. Powinny one znajdowac sie blisko
siebie, w miejscu umozliwiajgcym nie tylko swobodny odczyt ale tez dajgcym mozliwosé swobod-
nej manipulacji.

Pomiar

Zgodnie z wyznaczonym harmonogramem (raz dziennie, w okre$lonych godzinach, etc.) wykonu-
jemy pomiar temperatury. Jeden z termometrow osuszamy, natomiast bartke drugiego otulamy
mocno zwilzonym ktebkiem materiatu. Czekamy kilka chwil (ok. 1-3min) az ustali sie stabilna sytu-
acja. Odczytujemy temperature suchego i mokrego termometru. Wyniki zaznaczamy w tabeli.

Pomiary muszg byé wykonywane czesto — na przyktad kilka razy dziennie o statych porach. Dla po-
réwnania wynikow w projekcie ustalone zostaty nastepujace przedziaty czasowe:

06:00 - 08:00
11:00 - 13:00
16:00 - 18:00
21:00 - 23:00

Wyniki z dtugiego okresu pomiaréw (min. 30 dni) przedstawiamy na wykresie

Porownanie wynikow online

Dla celéw porédwnania wynikdw online tworzymy tabele wedtug nastepujgcego formatu:

dzienl godz06 dzienl godz11 dzienl godz16 dzienl godz21
dzien2_godz06 dzien2_godz11 dzien2_godz16 dzien2_godz21
dzien3_godz06 dzien3_godz11 dzien3_godz16 dzien3_godz21
dziend4_godz06 dziend godz11 dzien4_godz16 dziend_godz21
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Tabele zapisujemy jako plik tekstowy i tadujemy narzedziem dostepnym na stronie internetowe;j.
W trakcie pobierania danych system zapyta nas o wspétrzedne geograficzne punktu pomiarowe-
go. Mozemy je tatwo odczytac, korzystajgc z serwisu maps.google.com lub podobnego.

Interpretacja wynikow

Rdznica pomiedzy temperaturg suchego i mokrego termometru wynika z wilgotnosci powietrza.
Dlatego przebiegi tych temperatur sg zgodne tylko w miejscach, w ktérych panuje wilgotnos¢ rze-
du 100% (np. w afrykanskiej dzungli).

Urzadzenie, ktére zbudowalismy do pomiaréw to psychrometr — na podstawie jego odczytéw i
dos¢ skomplikowanych obliczen mozna wyznaczaé wilgotnos$é powietrza.

Zbadaj przebieg funkcji otrzymanych w wyniku pomiaréw i poréwnaj je z jakimis danymi histo-
rycznymi dotyczgcymi pogody w mierzonym okresie. Sprébuj uzyska¢ dane dotyczace wilgotnosci
powietrza dla miejscowosci, w ktorej wykonywano pomiary. Czy dopasowujg sie one do danych z
obserwac;ji?
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TRYGONOMETRIA, PLANIMETRIA, GEOM.

Do modutu funkcje dotgczamy dziatalnos¢ polegajacg na wykonaniu prostych pomiaréw geogra-
ficzno-astronomicznych, do ktdérych potrzebna jest prosta aplikacja lub lookup table na stronie
WWW.

WSTEP: zapomniana funkcja trygonometryczna
Tradycyjna szkolna lista funkcji trygonometrycznych obejmuje

sinus
cosinus
tangens
cotangens
Bardziej ambitni uczniowie (i nauczyciele) wprowadzajg jeszcze secans i cosecans

secans
cosecans
Tymczasem w XIX wieku w powszechnym uzytku byty jeszcze inne funkcje trygonometryczne:

sinus versus

cosinus versus

exsecans
Petna menazeria funkcji to: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/7b/Circle-
trigb_pl.svg (aut. Steven G. Johnson)

Ale najwazniejszg z zaginionych funkcji trygonometrycznych byfa funkcja, zwana z angielskiego
haversin, czyli half of versin (sinus versus).
1 — cos(a)

2

Stanowita podstawe tablic haversindw potrzebnych do szybkiego wyznaczania odlegtosci dla ce-
[6w nawigacji morskiej. W czasach gdy nie byto komputerdéw, a wszystkie obliczenia trzeba byto
wykonywaé recznie, takie tablice znaczgco pomagaty w pracy nawigatora. Stosowano wtedy na-
stepujaca formute

h = hav(¢d, — ¢1) + cos(Pz)cos(pr)hav(Az — )

hav(a) =

gdzied, p,to szerokosci geograficzne,
al; A, to dtugosci geograficzne

Maijac tablice funkcji odwrotnych do hav, mozna byto obliczy¢ szybko odlegtosé¢ sferyczng pomie-
dzy dwoma punktami, ktérych wspoétrzedne geograficzne sie znato.
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d = rhav~1(h)

lub ewentualnie
d = 2rarcsin"*(Vh)

Zauwazmy, ze d jest odlegtoscig po liczong po powierzchni Ziemi, przy zatozeniu, ze Ziemia jest ku-
l3. To oczywiscie wprowadza pewien btad, ale dla naszych celéw doktadnos¢ wzoru hawersinéw
wystarczy.

ZADANIE: wyznaczanie odlegtosci sferycznej

Przygotowanie

Do wykonania obliczen potrzebne bedzie wyznaczenie dtugosci i szerokosci geograficznej dwéch
punktéw na Ziemi. Dane te mozna odczytaé z mapy (w wersji papierowej) lub za pomoca narzedzi
dostepnych w internecie (nalezy jedynie pamieta¢, aby dane byly w formacie stopien-minuta-
sekunda).

Obliczenia online

Logujemy sie na stronie kursu i otwieramy zaktadke z tablicg haversindw. Typowa tablica haversi-
néw pozwala na proste sprawdzenie jednocze$nie cosinuséw i haversindw zadanego kata. Takie
utozenie danych znaczgco utatwia obliczenia.

Zatézmy na przyktad, ze zmierzona szerokosci geograficzne punktéw to 530 12' 16" oraz 520 05'
01". Rd&znica miedzy nimi wynosi 010 07' 15".

W tablicy odszukujemy wiersz
cos hav

52 05 01 7Y P
53 12 16 RY PR

zapisujemy od razu cosinusy szerokosci, a nastepnie przechodzimy do wiersza
01 ot 15 PP P

skad odczytujemy haversin.

Wykonujemy odpowiednie mnozenia i odejmowania.

Teraz przechodzimy do zaktadki z odwrotnym haversinem. W tablicy odszukujemy uzyskang przed
chwilg wartos¢ i odczytujemy odwrotnosé. Pomnozona przez warto$é promienia Ziemi w kilome-
trach da nam ona wynik w postaci odlegtosci, jakg musimy przebyé¢ pomiedzy dwoma punktami
po powierzchni Ziemi.
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Oczywiscie wyniki sg obarczone sporym btedem.

Interpretacja wynikow

Po pierwsze — odczyt szerokosci i dtugosci geograficznej moze byé btedny lub niedoktadny. Korzy-
stanie ze wskazan GPS daje doktadnos¢ do kilkunastu metrow.

Po drugie — formuta stosowana do obliczen w tablicach ma skoriczong doktadnos¢. Wyniki zaokra-
glone sg do konkretnego miejsca po przecinku.

Po trzecie (i najwazniejsze) — wzor haversindw ma zasadniczg wade, bowiem zaktada, ze Ziemia
jest sferg. W praktyce promien Ziemi jest rézny dla réznych szerokosci i dtugosci geograficznych.
Tak naprawde Ziemia jest nieregularng geoidga, dlatego promien nie jest staty nawet na okres$lonej
szerokosci geograficznej!

Mozna sprobowaé poprawié oszacowanie wyliczajac $rednig z danych szerokosci geograficznych.
Zaktadajac, ze Ziemia jest brytg obrotowa, mozna przyjac staty promien dla danej sredniej szero-
kosci. Jesli réznica szerokosci geograficznych nie jest duza, to oszacowanie powinno by¢ doktad-
niejsze.

Istnieje stosunkowo skuteczna metoda matematyczna przeksztatcenia wynikéw wzoru haversindw
ze sfery na elipsoide obrotowa, ktérej ksztatt znacznie lepiej przybliza rzeczywisty ksztatt Ziemi,
jednak zagadnienie to wykracza poza ramy niniejszego kursu.

Wartosci funkcji trygonometrycznych mozna obliczy¢ np. na stronie
https://www.wolframalpha.com/
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GEOMETRIA | STEREOMETRIA

Do modutu dotgczamy strone z siatkami bryt w pdfach.

WSTEP: Klasyfikacja bryt

Bryty to obiekty geometryczne powstajace przez sklejanie wielobokéw w trzech wymiarach. Wie-
loboki stanowig Sciany bryt. Osobng grupe bryt stanowig bryty obrotowe — tymi nie bedziemy sie
zajmowac na razie. To zadanie dotyczy tylko wypuktych bryt ztozonych ze scian, ktére sg wielobo-
kami foremnymi.

W zaleznosci od stopnia ztozonosci bryty moze ona naleze¢ do réznych kategorii. Najbardziej sy-
metryczne i regularne bryty tworzg do$¢ waskie i mato liczne kategorie. Im liberalniej traktujemy
reguty ich tworzenia, tym wiecej mozliwosci, a co za tym idzie — wiecej ciekawych ksztattow.

Najprostsze bryty, ktore majg tylko jeden typ Scian, bedgcych wielobokami foremnymi to bryty
platoniskie.
Jest ich pieé:
czworoscian
szescian
o$mioscian
dwunastoscian
dwudziestoscian
Sze$cian ma kwadratowe, a dwunastoscian — piecioboczne sciany. Reszta ma $ciany bedace trojka-

tami rownobocznymi.

Drugg, nieco szerszg grupg bryt sg bryly archimedejskie. Réznig sie one od platonskich przede
wszystkim tym, ze mogg mieé¢ dwa lub wiecej typdw $cian. Mimo tego wierzchotki sg zawsze tego
samego rodzaju — schodzg sie w nich zawsze tyle samo $cian okre$lonych typdw.

Bryty archimedejskie powstajg z bryt platoiskich poprzez rozmaite operacje przycinania wierz-
chotkow, fazowania krawedzi, a takze operacje skrecania. W sumie jest ich 13.
Czworoscian Sciety
Szescian Sciety
Osmioscian sSciety
Dwunastoscian sciety
Dwudziestoscian Sciety
Szescio-osmioscian
Szescio-o$mioscian rombowy maty
Szescio-osmioscian rombowy wielki
Szescio-osmioscian przyciety
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Dwudziesto-dwunasto$cian rombowy maty

Dwudziesto-dwunastoscian

Dwudziesto-dwunasto$cian rombowy wielki
Dwudziesto-dwunasto$cian rombowy wielki

Figury zawierajgce w nazwie stowo przyciety to tak naprawde dwie bryty, liczone jak jedna. Majg
one bowiem tak zwang symetrie chiralng, czyli, ze wystepujg w dwdch formach, tak jak lewa i
prawa reka.

W tym miejscu warto rozwazy¢ jeszcze dwie rodziny bryt. Sg to graniastostupy i antygraniastostu-
py. Oba typy bryt powstajg z dwdch identycznych wielobokéw, lezgcych na réwnolegtych ptaszczy-
znach. Boki gérnej i dolnej podstawy graniastostupa pofaczone sg ze sobg kwadratami. Antygra-
niastostup powstaje przez skrecenie jednej z podstaw tak, ze wierzchotek jednej podstawy wypa-
da nad $rodkiem boku drugiej. Scianami antygraniastostupa sg tréjkaty réwnoboczne.

Jednych i drugich jest nieskoriczenie wiele bowiem wieloboki foremne mozna konstruowac¢ w nie-
skonczonosé. W zasadzie spetniajg one te same reguty co bryty archimedejskie.

Jeszcze szerszg klasa bryt sg bryty Johnosna. Tutaj wystarczy zeby bryta byta wypukta, a $ciany byty
wielobokami foremnymi. Wierzchotki nie musza juz by¢ identyczne
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ZADANIE: modele bryt

Zadanie jest proste — na kolejnych podstronach znajdujg sie siatki bryt réznego rodzaju: platon-
skich, archimedejskich, czy bryt Johnsona. Nalezy je wydrukowaé, wycig¢, a nastepnie skleié.

Strony z siatkami bryt:
http://mathworld.wolfram.com/PlatonicSolid.html

http://mathworld.wolfram.com/ArchimedeanSolid.html

http://mathworld.wolfram.com/JohnsonSolid.html

http://www.matematyka.wroc.pl/book/siatki-wielo%C5%9Bcian%C3%B3w-archimedesowych
http://www.matematyka.wroc.pl/book/siatki-wielo%C5%9Bcian%C3%B3w-plato%C5%84skich-0

http://www.matematyka.wroc.pl/book/siatki-wielo%C5%9Bcian%C3%B3w-johnsona-(wybrane-
przyk%C5%82ady)
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FUNKCJA KWADRATOWA, WYKtADNICZA

WSTEP: fraktale i wymiar fraktalny

Fraktal (z tac. fractus — potamany) to taki obiekt, ktdry zachowuje sie inaczej niz typowe ksztatty
geometryczne. Typowe ksztatty majg dobrze okreslony wymiar. Figury sg jednowymiarowe, ich

L
L
L L
Length = L' Area=L" Volume =L’

1-Dimensional 2-Dimensional 3-Dimensional

whnetrza s dwuwymiarowe, a bryty sg tréjwymiarowe.

Fraktale wymykajg sie tej klasyfikacji. Im dokfadniej je mierzymy tym... wieksze sie wydajg. Nieza-
leznie od tego jak doktadna jest linijka, ktérg zmierzymy obwdd kwadratu, jest on rowny zawsze
tyle samo. Kwadrat o boku 1m ma zawsze 4m obwodu i to jest zawsze 400cm, 4000mm i tak da-
lej...

Tymczasem fraktale mogg miec rézne wyniki, w zaleznosci od doktadnosci pomiaru. Dtugos¢ linii
brzegowej wyspy — powiedzmy Anglii — moze wydawaé sie inna, jesli mierzymy ja w dziesigtkach
kilometréw, a inna jesli mierzymy ja kolejno w kilometrach, metrach, centymetrach i tak dale;.
Fraktale majg wymiar fraktalny. Nie musi on by¢ wcale liczbg catkowity. Oddaje to wazng ceche
fraktali — nawet jesli ztozone sg z matych odcinkéw jednowymiarowych, potrafig zajmowaé prze-
strzen jakby byty 'troche' dwuwymiarowe. Tak wtasnie dzieje sie z liniami brzegowymi, zwtaszcza
typu fiordowego lub riasowego.

Funkcja, ktéra opisuje wymiar fraktalny to:
1
N~ C- ()P

Gdzie b to wielkos¢ jednostki, ktorg mierzymy fraktal, N(b) to zmierzona dtugos¢, C to jakas stata
liczbowa, a D to wymiar fraktala.

Wida¢ to na tej animacji.
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L] 1k

Kolejne slajdy animacji lub prezentacji powinny pokazywaé wielko$¢ pudetka (a doktadniej 1/n
gdzie n to bok pudetka) oraz liczbe pudetek na aktualnym slajdzie. Animacja powinna pokazywac
to rownolegle obok siebie dla dwdch przypadkow — WIk Brytanii i wyspy o ksztatcie kota lub pro-
stokata. Dla Wielkiej Brytanii spodziewamy sie, ze liczba pudetek bedzie rosngé, a dla prostokata

bedzie stafa.
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ZADANIE: wyznaczanie wymiaru fraktalnego linii brzegowej

Przygotowanie

Do wykonania obliczen potrzebne bedg mapy jakiegos fragmentu wybrzeza, najlepiej jak najbar-
dziej urozmaiconego. Mapy takie mozina stworzy¢ jako pliki graficzne na podstawie serwisu
maps.google.com lub podobnego. Poniewaz bedziemy wykonywaé pomiary w réznych skalach,
potrzebujemy kilku powiekszen.

Mapy zapisujemy w plikach graficznych z mozliwie matg kompresja.

W programie graficznym (np. GIMP) przygotowujemy siatki — pliki zapetnione pionowymi i pozio-
mymi liniami w statych odlegtosciach, tworzgcymi kwadratowe pola.

Pomiar

Otwieramy plik z mapg w programie graficznym, a nastepnie naklejamy na niego plik z siatka
kwadratowg — idealnie jesli program pozwala na stworzenie warstw. Wtedy warstwa z siatkg po-
winna by¢ przezroczysta, tak, aby mapa wystawata spod siatki.

Powiekszamy lub pomniejszamy siatke tak, aby kwadraty miaty jakas okreslong wielkos$é w skali
mapy (powiedzmy 100km, 10km, 1km, etc). Za pomoca narzedzia wypetniania zamalowujemy
wszystkie kwadraty, w ktorych znajduje sie fragment morza i fragment lgdu jednoczesnie — czyli
takie, przez ktére przechodzi linia brzegowa. Kwadraty wewnatrz lgdu i kwadraty na petnym mo-
rzu pozostawiamy przezroczyste.

Zliczamy zapetnione kwadraty i zapisujemy w tabeli. Operacje powtarzamy na mapach o réznej
skali i siatek kwadratdw o réznych wielkosciach.

Przyktad tabeli

bok kwadratu liczba kwadratéow
100 km 2

50 km 6

10 km 63

5 km 179

Obliczenia

Logujemy sie do modutu i wpisujemy nasze wyniki w tabeli.

Aplet wykresli nasz wykres, korzystajgc ze specjalnego wykresu zwanego wykresem dwulogaryt-
micznym. Logarytm to funkcja odwrotna do funkcji wykfadniczej. Program przepuscit nasze dane
przez funkcje logarytmiczng zaréwno na osi X jak i na osi Y.

Dzieki temu zabiegowi ujrzymy na wykresie jak nasze wyniki zbiegajg do pewnej prostej. Nachyle-
nie wykresu tej prostej to szukane przez nas D, czyli wymiar fraktala.
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Warto zrobié eksperyment dla prostych figur geometrycznych, jak koto, prostokat, czy tréjkat. Pro-
sta na wykresie bedzie catkiem pozioma, a wymiar bedzie réwny 1.

Dla rzeczywistych linii brzegowych wymiar bedzie wiekszy niz jeden. Linia brzegowa Wielkiej Bry-
tanii na przyktad ma wymiar okoto 1,25. Dla fragmentédw wybrzeza Norwegii liczba ta bedzie jesz-
cze blizsza 2.

Swoimi wynikami mozna pochwali¢ sie na forum i poréwnac uzyskane dane dla znanych i popu-
larnych wybrzezy — polskiego Battyku, mazurskich jezior, lub bardziej egzotycznych — Norwegii, czy
delty Amazonki.

*OBROBKA DANYCH W ARKUSZU KALKULACYINYM (Excel, Calc, itp.)

1. W sasiadujacych kolumnach wpisz dane (w jednej -y w drugiej y-greki)
2. Zaznacz kolumny i skorzystaj z funkcji Utwdrz Wykres
3. Wybierz wykres punktowy

4. Po utworzeniu wykresu zaznacz kolejno osie i ustaw je jako logarytmiczne

W celu znalezienia nachylenia, uzyj funkcji dodaj linie trendu. Wybierz opcje "potegowy". Nie za-
pomnij ustawi¢ "Pokaz réwnanie na wykresie". Z rdwnania mozesz odczyta¢ wyktadnik potegi,
ktory jest szukanym wymiarem.
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