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TRYGONOMETRIA, PLANIMETRIA, GEOMETRIA

Do modutu Trygonometria dotgczamy dziatalnos¢ polegajaca na wykonaniu prostych pomiarow
geograficzno-astronomicznych, do ktorych potrzebna jest prosta aplikacja lub lookup table na
stronie WWW.

WSTEP: zapomniana funkcja trygonometryczna
Tradycyjna szkolna lista funkcji trygonometrycznych obejmuje

sinus
cosinus
tangens
cotangens
Bardziej  ambitni uczniowie (i nauczyciele)  wprowadzajg  jeszcze  secans
i cosecans
secans
cosecans
Tymczasem w XIX wieku w powszechnym uzytku byty jeszcze inne funkcje trygonometryczne:
sinus versus
cosinus versus
exsecans
Petna menazeria funkcji to [oznaczy¢ autora po  zalinkowaniu z  wiki:
upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/7b/Circle-trigé_pl.svg

Ale najwazniejszg z zaginionych funkcji trygonometrycznych byta funkcja, zwana z angielskiego
haversin, czyli half of versin (sinus versus).
1 — cos(a)

2

Stanowita podstawe tablic haversinéw potrzebnych do szybkiego wyznaczania odlegtosci dla
celéw nawigacji morskiej. W czasach gdy nie byto komputerdw, a wszystkie obliczenia trzeba
byto wykonywa¢ recznie, takie tablice znaczaco pomagaty w pracy nawigatora. Stosowano
wtedy nastepujaca formute

h = hav(¢; — ¢1) + cos(dz)cos(pr)hav(A; —Ay)

hav(a) =

gdzied,, d,to szerokosci geograficzne,
alA; A, to dtugosci geograficzne

Majac tablice funkcji odwrotnych do hav, mozna byto obliczy¢ szybko odlegtosé sferyczng
pomiedzy dwoma punktami, ktérych wspoétrzedne geograficzne sie znato.

d = rhav~1(h)

lub ewentualnie
d = 2rarcsin~'(Vh)
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Zauwazmy, ze d jest odlegtoscia po liczong po powierzchni Ziemi, przy zatozeniu, ze Ziemia jest
kula. To oczywiscie wprowadza pewien btad, ale dla naszych celéw doktadnos¢ wzoru hawersinéw
wystarczy.

ZADANIE: wyznaczanie odlegtosci sferycznej

Przygotowanie

Do wykonania obliczen potrzebne bedzie wyznaczenie dtugosci i szerokosci geograficznej dwdch
punktéw na Ziemi. Dane te mozna odczytacé z mapy (w wersji papierowej) lub za pomoca narzedzi
dostepnych w internecie (nalezy jedynie pamietaé, aby dane byty w formacie stopien-minuta-
sekunda).

Obliczenia online

Logujemy sie na stronie kursu i otwieramy zaktadke z tablicg haversindéw. Typowa tablica
haversindw pozwala na proste sprawdzenie jednoczesnie cosinusow i haversindw zadanego kata.
Takie utozenie danych znaczaco utatwia obliczenia.

Zatdézmy na przyktad, ze zmierzona szerokosci geograficzne punktéw to 530 12' 16" oraz 520 05'
01". Réznica miedzy nimi wynosi 010 07' 15",

W tablicy odszukujemy wiersz

cos hav
52 05 01 T
53 12 16 n T

zapisujemy od razu cosinusy szerokosci, a nastepnie przechodzimy do wiersza
01 Ot 15 nr

skad odczytujemy haversin.

Wykonujemy odpowiednie mnozenia i odejmowania.

Teraz przechodzimy do zaktadki z odwrotnym haversinem. W tablicy odszukujemy uzyskang
przed chwilg wartos¢ i odczytujemy odwrotnos¢. Pomnozona przez warto$é promienia Ziemi w
kilometrach da nam ona wynik w postaci odlegtosci, jakg musimy przebyé pomiedzy dwoma
punktami po powierzchni Ziemi.

Interpretacja wynikow
Oczywiscie wyniki sg obarczone sporym btedem.

Po pierwsze - odczyt szerokosci i dtugosci geograficznej moze by¢ btedny lub niedoktadny.
Korzystanie ze wskazan GPS daje doktadnos¢ do kilkunastu metréw.

Po drugie - formuta stosowana do obliczern w tablicach ma skonczong doktadnos$é. Wyniki
zaokraglone sg do konkretnego miejsca po przecinku.

Po trzecie (i najwazniejsze) - wzor haversindw ma zasadniczg wade, bowiem zaktada, ze Ziemia
jest sfera. W praktyce promien Ziemi jest rozny dla réznych szerokosci i dtugosci geograficznych.
Tak naprawde Ziemia jest nieregularng geoidg, dlatego promien nie jest staty nawet na okreslonej
szerokosci geograficzne;j!
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Mozna sprobowaé poprawi¢ oszacowanie wyliczajagc $rednig z danych szerokosci
geograficznych. Zaktadajac, ze Ziemia jest bryta obrotowa, mozna przyjaé staty promien dla
danej sredniej szerokosci. Jesli réznica szerokosci geograficznych nie jest duza, to oszacowanie
powinno by¢ doktadniejsze.

Istnieje stosunkowo skuteczna metoda matematyczna przeksztatcenia wynikéw wzoru
haversindw ze sfery na elipsoide obrotowa, ktdrej ksztatt znacznie lepiej przybliza rzeczywisty
ksztatt Ziemi, jednak zagadnienie to wykracza poza ramy niniejszego kursu.

Autor: tukasz Badowski
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